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Al. Warmeleitung und Warmespeicherung in plattenformigen Bauteilen

Al.l Einleitung

Instationdre Warmeleitungsprobleme, die natlrlich auch die Berticksichtigung der Wérme-
speicherung beinhalten, wurden in [1] in relativ allgemeiner Weise behandelt. Die dort ge-
schilderten Methoden erlauben eine praktische Anwendung nur unter Einsatz entsprechender
Computer-Programme, wenn man von besonders einfachen Fallen absieht. Diese einfachen
Félle sind jene, in denen eindimensionale Wérmeleitung vorliegt, also Warmeleitung durch
plattenférmige Bauteile bzw. durch Kugel- oder Zylinderschalen.

Da plattenformige Bauteile im Hochbau die Regel darstellen, scheint es der Muhe wert, flr
diese ein einfacheres Rechenverfahren anzugeben und zu diskutieren. Fur stationare Wéarme-
leitung sind diese Verfahren seit langem bekannt, fir instationdre Warmeleitung auch schon
seit einigen Jahrzehnten - siehe z. B. [2, 3, 4, 5]. Diese Verfahren sollen nun in den gréReren
Zusammenhang der in [1] dargelegten Methoden gestellt werden.

Zunéchst soll im néchsten Kapitel die Warmeleitung in plattenformigen Bauteilen fir den
stationaren Fall rekapituliert werden; die Warmespeicherung spielt hier keine Rolle.
Al.2 Stationdre Warmeleitung in plattenférmigen Bauteilen

Die Warmeleitung in einem Festkorper wird ganz allgemein durch den Fourierschen Wérme-
stromansatz

G=-1-grad® (AL1)
und - bei Abwesenheit von Warmequellen - durch die Bilanzgleichung
00 .
c-p-—=-div{ Al.2
P q (ALl2)

beschrieben. Hierin ist § der Vektor der Warmestromdichte, ® die Temperatur und A die in
dem hier betrachteten isotropen Fall skalare Warmeleitfahigkeit; ¢ und p sind die spezifi-
sche Wéarmekapazitat und die Massendichte.
Einsetzen von (Al1.1) in (Al.2) liefert die bekannte Warmeleitungsgleichung

20

c-p.7t=div (A-grad ®) : (A1.3)
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Die Materialkennwerte 4, cund p kdnnen hierin noch weitgehend beliebige Funktionen des
Ortes sein.

Fur die hier beabsichtigte Untersuchung plattenformiger Bauteile soll angenommen werden,
dass A, cund p nur von der senkrecht zur Plattenebene gemessenen Koordinate x abhén-
gen, jedoch nicht von den beiden anderen Raumkoordinaten y und z . Diese Voraussetzung

ist beispielsweise bei homogenen Platten erfillt, dartiber hinaus auch bei solchen, die aus ho-
mogenen Schichten parallel zur Plattenebene zusammengesetzt sind.

Héngen auch die Lufttemperaturen beiderseits der Platte und die beiden W&armeubergangswi-
derstédnde nicht von y und z ab, so gilt dies auch fur die Temperatur ® und fiir die Warme-
stromdichte G . In diesem Fall verschwinden die Komponenten der Warmestromdichte in y -

und z -Richtung und Gleichung (Al.1) reduziert sich auf
q,=-A— °0 (A1.4)
oX
Da q, die einzige nicht verschwindende Komponente der Warmestromdichte ist, soll im

Folgenden auf den Index x verzichtet und anstelle von g, einfach g geschrieben werden.

Gleichung (Al1.2) geht unter den getroffenen VVoraussetzungen Gber in

c.p.29__ 24 | (AL5)

ot ox
die allgemeine Warmeleitungsgleichung (A1.3) in die eindimensionale Warmeleitungsgleich-
ung

20 0 00,

&P ot 8x( x) ' (AL6)

Bei Beschrankung auf stationdare Vorgange treten keine zeitlichen Anderungen auf, d. h. die
Ableitung nach der Zeit t verschwindet. Ein Blick auf Gleichung (A1.5) zeigt, dass in diesem
Fall die Warmestromdichte g konstant sein muss.

Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung (A1.6) geht flr den stationdren Fall tber in
2 -2 =0 . (ALT)
oX 0X

Dies ist, da nur mehr Ableitungen nach der einen Ortskoordinate x vorkommen, eine
gewdohnliche Differentialgleichung, die man nun auch in der einfacheren Form

(1-0)'= (AL1.8)
anschreiben kann. Sie lasst sich leicht Iosen Einmalige Integratlon liefert zunachst
1-0'=C, (A1.9)

Die Integrationskonstante C, stimmt bis auf das Vorzelchen mit der schon als konstant
erkannten Warmestromdichte g wberein. Demnach ist ®"' bis auf die Konstante C, eine
bekannte Funktion von x. Die Temperaturverteilung ®(x) lasst sich daraus durch nochma-
lige Integration gewinnen:

O(x)=C, - j —+c . (A1.10)

Wird in dieser Gleichung X=X, gesetzt, so ergibt sich unmittelbar die Bedeutung der
Konstanten C,:
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C, =0(x,) . (A1.11)
Gleichung (A1.10) legt es nahe, anstelle der Ortskoordinate x eine Koordinate r durch die

Beziehung
x ds

r=| — (A1.12)
X A(S)
einzufihren. Damit I&sst sich Gleichung (A1.10) in der Form
O(r)=—-q-r+0(x,) . (A1.13)

ausdricken. Unter Verwendung der Koordinate r ergibt sich somit ein linearer
Temperaturverlauf, dessen Steigung durch die konstante Warmestromdichte festgelegt ist.
Diese Tatsache ist allgemein bekannt, denn in nahezu jedem Lehrbuch fur Bauphysik wird
darauf hin gewiesen, dass man den Temperaturverlauf in mehrschichtigen plattenférmigen
Bauteilen durch eine Gerade darstellen kann, wenn man anstelle der Schichtdicken die War-
medurchlasswiderstédnde der Schichten auftragt — siehe z. B. [7], [8], [9].

Gleichung (A1.12) stellt den Warmedurchlasswiderstand r des zwischen den Stellen x, und
x liegenden Teils der betrachteten Platte dar. Bei einer aus n homogenen Schichten mit je-
weils konstanter Wérmeleitfahigkeit bestehenden Platte kann man den gesamten Durchlass-
widerstand aus Gleichung (Al1.12) erhalten, wenn man die Stelle x, an die eine

Plattenoberflache legt, die Stelle x an die andere. Bezeichnet man mit d; die Schichtdicken
und mit 4 die Warmeleitfahigkeiten der einzelnen Schichten, so erhalt man aus Gleichung
(A1.12) die bekannte Darstellung

n

r= R=Z%=Zn:Ri . (AL.14)

i=1 74
fur den Warmedurchlasswiderstand der Platte. Diese Gleichung spiegelt wie schon Gleichung
(Al1.12) die Tatsache wieder, dass der gesamte Warmedurchlasswiderstand von mehreren in
Serie geschalteten Einzelwiderstanden gleich der Summe der Einzelwiderstande ist. Bezeich-
nen O(x,) =0, und O(X)=0,, die Oberflachentemperaturen der Platte, so kann Gleichung
(A1.13) auf die Form

0,-9,

= A1.15
q - ( )

gebracht werden.

Interessiert man sich fiir die Warmestromdichte bei gegebenen Lufttemperaturen ®,; und

0, . beiderseits der Platte, so kann man ebenfalls Gleichung (A1.15) sinngemal verwenden;
man hat lediglich zum Durchlasswiderstand R der Platte die beiden Warmelibergangswider-

stdnde R, und R, hinzuzufligen:

q= (®a,i _®a,e) : (A116)

R,+R+R,

Der Faktor vor der in Klammer stehenden Temperaturdifferenz ist der flaichenbezogene ther-
mische Leitwert der Platte, der iiblicherweise als Wiarmedurchgangskoeffizient oder ,,U-
Wert* bezeichnet wird.

Al1.3 Periodische Vorgange

Beschréankt man die Untersuchung — so wie dies im Fall dreidimensionaler Warmeleitung
auch in [1] geschehen ist — auf zeitlich periodische VVorgénge, so kann man die Temperatur ®
als Fourier-Reihe
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c2-mvt

> 6,0-e T (AL.17)

1
2
ansetzen. Der Faktor (:)V(x) ist als der zur v -ten Harmonischen gehorige Fourier-Koeffizient

der Temperatur am Ort x eine komplexwertige Grof3e. Der Faktor T im Exponenten der
Exponentialfunktion ist die Periodendauer; mit j wird hier und im Folgenden die imaginére
Einheit bezeichnet.

O(x,t) =

Setzt man nun Ansatz (Al.17) in die eindimensionale Warmeleitungsgleichung (A1.6) ein
und fihrt einen Koeffizientenvergleich durch, so erhdlt man fur den Fourier-Koeffizienten

(:)V die gewdhnliche Differentialgleichung

. 2-T-V A 00
-.C-0O- NQ) 4

Vo5 ox
Unter Weglassung des Index v kann man diese gewdhnliche Differentialgleichung auch in
der zu Gleichung (A1.8) analogen Form

0
:5((,1. ) . (A1.18)

2:7T A

d de, .
dx( dx) I-¢p T ( )

anschreiben.
Es bietet sich an, diese Differentialgleichung unter Anwendung der Substitution (A1.12) wei-
ter zu vereinfachen, indem man wie im stationaren Fall anstelle der Ortsvariablen x eine

Koordinate r von der Dimension eines Warmedurchlasswiderstands einfiihrt. Mit der aus
(Al1.12) folgenden Beziehung

i =ii (A1.20)
dx A4 dr
geht Gleichung (A1.19) schlieBlich tber in
@"—j~/1'c~p-2_i_—ﬂ-@)=0 , (AL1.21)
wobei die Ableitungsstriche Ableitungen nach r symbolisieren. Mit der Abkirzung
j.g.c.p.ZT'_”:Kz (AL.22)

nimmt Gleichung (A1.19) die tbersichtlichere Form
O-K2.0=0 (A1.23)

an. Der Koeffizient K? ist rein imaginar und kann in weitgehend beliebiger Weise von der
Variablen r abhéangen.

Im Hochbau treten Plattenkonstruktionen mit stetig veranderlichem K praktisch nicht auf.
Man kann sich daher mit gutem Gewissen auf jene Falle beschranken, in denen K stiickweise
konstant ist, die Platte also aus homogenen Schichten besteht.

Fur eine homogene Schicht, also fir konstantes K, kann die Lésung der Differentialgleich-
ung (A1.23) unmittelbar angegeben werden:

©®=C,-cosh(K-r)+C,-sinh(K-r) . (Al.24)
Aus Gleichung (Al.4) und Gleichung (A1.20) folgt fir die Warmestromdichte q(x,t) ferner

00 00
q(x,t) = —/1-5 == (A1.25)
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und somit fur den Fourier-Koeffizienten § der Warmestromdichte die einfache Darstellung
G=6' , (A1.26)
Damit gewinnt man aus Gleichung (A1.24) fur die komplexe Amplitude § der Warmestrom-
dichte die Darstellung
G=-C,-K-sinh(K-r)-C,-K-cosh(K-r) : (AL.27)

Aus den Gleichungen (Al1.24) und (A1.27) lasst sich die Bedeutung der Integrationskonstan-
ten C, und C, unmittelbar ablesen, wenn man r =0 setzt:

C,=6(0) ; cz=—@ . (A1.28)

Die Gleichungen (Al1.24) und (A1.27) kénnen nun zu einer einzigen Matrixgleichung wie
folgt zusammengefasst werden:

(@(r)}z( cosh (K -r) —%sinh(K-r) .[@)(O)J AL29)
4() ) \-K-sinh(K-r) cosh(k.r) ) \4©)

Die Matrix

-~ = 1 .
Zz[zﬂ ZHJ:( cosh(K -r) —Esmh(K-r) (A1.30)

—K-sinh(K-r)  cosh(K -r)

besitzt komplexwertige Elemente und wird in der Vierpoltheorie der Elektrotechnik als
Kettenmatrix (transfer matrix) bezeichnet.

Die Determinante dieser Kettenmatrix hat - wie man leicht erkennt — den Wert 1:
Det (Z) =1 : (A1.31)

Im englischen Original der EN ISO 13786 wird die Bezeichnung ,transfer matrix“ fiir die

Matrix Z Gbernommen. In der deutschen Ubersetzung dieser Norm wird Z als ,,Wirmeiiber-
gangsmatrix“ bezeichnet. Diese Ausdrucksweise wird hier bewusst nicht iibernommen, da die
Bezeichnung ,,Wirmeiibergang® fiir thermische Prozesse an den Bauteiloberflachen bereits
besetzt ist.

Wird nun in Gleichung (A1.30) flr r der Warmedurchlasswiderstand R der betrachteten ho-
mogenen Schicht eingesetzt, so erhdlt man jene Kettenmatrix (,,Schichtmatrix), die den Zu-
sammenhang zwischen den komplexen Amplituden © und § von Temperatur und Warme-
stromdichte beiderseits der Schicht vermittelt.

Besteht ein plattenformiger Bauteil aus mehreren (n) homogenen Schichten und nummeriert
man diese aufsteigen mit zunehmenden Werten von r, so kann man die Kettenmatrix Z der
gesamten Platte (,,Bauteilmatrix“) offenbar als Produkt der Schichtmatrizen Zj der einzelnen

Schichten erhalten:
Z2=2,Z ... 7,7, : (A1.32)

Die Reihenfolge der Faktoren ist zu beachten, da die Matrizenmultiplikation bekanntlich nicht
kommutativ ist. Die Determinante der Bauteilmatrix einer mehrschichtigen Platte hat wie die
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einer Einzelschicht den Wert 1, da die Determinante eines Matrizenprodukts gleich dem Pro-
dukt der Determinanten der einzelnen Faktoren ist.

Zu den Schichten des plattenférmigen Bauteils kann man in warmetechnischer Hinsicht auch
die Warmetlibergénge an beiden Seiten des Bauteils rechnen. Dies bereitet keinerlei Schwie-
rigkeiten, da in der Matrix (A.30) nicht mehr die Schichtdicke auftritt, sondern nur der Waér-
medurchlasswiderstand r bzw. R und die durch Gleichung (A.22) definierte GroRe K; letztere
verschwindet fir reine DAmmschichten, in denen keine Warmespeicherung stattfinden kann.
Fir solche nimmt die Schichtmatrix Z die einfache Form

1-R
Z :[0 1) (A1.33)

an. Auf die gleiche Form kommt man ubrigens auch fir speicherfédhige Schichten fur ver-
schwindende Kreisfrequenz , also im stationdren Fall. Man Uberzeugt sich leicht, dass das
Ausmultiplizieren von Matrizen der Bauart (A1.33) letztlich nur auf ein Aufsummieren der
Warmedurchlasswiderstande hinaus lauft. Die Multiplikation von Kettenmatrizen geman
Gleichung (A1.32) stellt also nur die natiirliche Verallgemeinerung der bekannten Additions-
regel flr Widerstande bei Serienschaltungen auf instationdre Vorgénge im Frequenzbereich
dar.

So zweckmalig sich die Verwendung von Kettenmatrizen, bzw. Schicht- und Bauteilmatrizen
bei der Untersuchung thermischer Serienschaltungen auch erweist, so wenig interessiert sie
im Grunde genommen, wenn man sie nicht zur Berechnung der Matrix der harmonischen
thermischen Leitwerte verwenden kann. Im Fall eindimensionaler Warmeleitung arbeitet man

iiblicherweise flachenbezogen; an die Stelle der harmonischen thermischen Leitwerte L tre-
ten daher die entsprechenden flachenbezogenen Leitwerte

L
A
Die in die ONorm EN ISO 13786 [6] neu eingefiihrten Begriffe ,, Warmeaufnahme* fir mem

und ,,dynamische Warmeaufnahme* fiir \?m,n sind irrefihrend und werden hier bewusst nicht

verwendet; sinnvoll ist es hingegen, von flachenbezogenen harmonischen thermischen Leit-
werten zu sprechen.

Y = (A1.34)

Glucklicherweise ist der Zusammenhang zwischen Ketten- bzw. Schicht- oder Bauteilmatrix
und der Matrix der flachenbezogenen harmonischen thermischen Leitwerte leicht her zu stel-
len.

Die Matrix der flichenbezogenen harmonischen thermischen Leitwerte Y stellt den
Zusammenhang zwischen den auf beiden Seiten des plattenférmigen Bauteils auftretenden

komplexen Temperaturamplituden © einerseits und den komplexen Amplituden der dort auf-
tretenden Warmestromdichten ¢ andererseits her. Um diesen Zusammenhang zu gewinnen,
hat man das Gleichungssystem

0,=2,,-0,+7Z,,-9

) 2 ) 11 R 1 ~1,2 Al (A135)

0, =2,,-0,+2,,-Q,
nach @, und q, aufzulésen. Das alleine geniigt jedoch nicht, da der Definition der Leitwert-
matrix andere Vorzeichenkonventionen hinsichtlich der Warmestromdichten zugrunde liegen
als die bisher hier eingehaltenen. 4, und §, sind in Richtung steigender Werte von r positiv
orientiert, wahrend flr die Matrix flachenbezogener harmonischer thermischer Leitwerte
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Warmestromdichten p, und p, bendtigt werden, deren positive Orientierung jeweils von der
Oberflache in die Platte hinein weist. Es ist also

4,=p, und 4, =—p, (A1.36)

zu setzen. Setzt man dies in das Gleichungssystem (A1.35) ein und I6st nach p, und p, auf,
so erhalt man

13

b =—6,+ =0,
Zl,2 Zl,2
B . (A1.37)
A 1 A Zzz A
p2 Zl’2 1 Zl’Z ql

Da die flachenbezogenen harmonischen thermischen Leitwerte durch die Beziehung
p=->Y, 6, . (A1.38)
i

definiert sind, ergibt sich die Matrix flachenbezogener harmonischer thermischer Leitwerte

durch Vergleich zu
. -7, 1
Y =~i.[ " J . (A1.39)

Die Leitwertmatrix Y ist — wie schon in [1] ausgefiihrt — natiirlich symmetrisch.
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