Zur Wirmespeicherung in Baukonstruktionen

- .Klaus Kreé

Die Untersuchung der Wirmespeicherung in Bankonstruk-
tionen fiihrt iber ein periodisch eingeschwungenes Wiirme-
leitungsmodell zu einem verallgemeinerten Leitwertkon-
zept (komplexe Leitwert-Matrizen), das als Grundlage fiir
dreidimensionale instationfire Berechoungen des wiirme-
- technischen Verhaltens von Gebiiuden dienen kann, Am
Rande werden auch Beziehungen zu dem aus der Literatur
bekannten Begriff des wirksamen Wirmespeichervermo-
gens hergestellt.

1. Einleitung

Die Wirmcspeiéherfﬁhigkcit von Bauteilen hat fiir das -

thermische Verhalten von Riumen insbesondere unter
sommerlichen Bedingungen eine Bedeutung, die zwar
schon seit langem bekannt ist, jedoch bis heute noch
immer nicht in ihrem vollen Umfang quantitativ richtig
erfafit wird.

Erste Versuche ¢iner Quantifizierung der Wiirmespeicher-
fihigkeit findet man bei Bruckmayer [1], der Begriffe wie
die ,,gleichspeichernde Ziegeldicke™ und die ,, Auskiihi-
kennzeit*™ einfihrt. Spiter (1952) fithrt Sklover [2] den
Begriff der ,,Dampfung” und dancben den der ,,Phasen-
verschiebung® eines Bauteiles ein — Begriffe, die auch in
die bauphysikalischen Normen der damaligen DDR
Eingang finden. Hier handelt es sich im Unterschied zu
den Bruckmayerschen Kennwerten erstmals um Grében,
. die sich auf periodische Vorgédnge mit einer Periode von
24 Stunden beziehen. Die Ende der sechziger Jahre von
Heindl [3] publizierten KenngréBen ., Temperaturam-
plitudendampfung®, ,,thermischer Wechselstromwider-
stand® ete. stiltzen sich ebenfalls auf die Annahme einer
eintdgigen Periode, konnen sich aber der wenig gliicklich

gewihlten Randbcdmgungcn wegen in der. Praxis auch-

nicht durchsetzen.

Um 1970 entwickelten Haferland, Heindi wnd Fuchs [4]
auf der Basis der schon bei Carslaw-Jaeger [S] zu
findenden und von Heind[[3] in die Bauphysik eingefiihr-
ten Bauteilmatrizen ein EDV-Programm, das die Berech-
nung der Tagesverldufe von Raumlufttemperaturen unter
Bericksichtigung der Wirmespeicherfahigkeit der Bau-
konstruktion gestattet; erfalt werden nur eindimensiona-
le Wirmeleitungsvorginge.

Der spdter von Heindl [6] eingefithrte Begriff eines
wirksamen Speichervermégens filr einen aus mehreren
homogenen Schichten zusammengesetzien plattenformi-
gen Bauteil stellt gegeniiber dem erwihnten EDV-Pro-
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gramm cigentlich cinen Riickschritt dar, kommt aber
offenbar dem Wunsch vieler Praktiker nach einer einfach
faBbaren Kenngrdfe so sehr entgegen, dall er sogar in
cine dsterreichische Norm — die B 8110 — Eingang findet.
Er ist iibrigens mit dem hier eingefiihrten Begriff des
wwirksamen Speichervermdégens” nicht identisch. Die
Beschrinkung auf plattenférmige Bauteile ist, wic im
folgenden erldutert werden soll, unnétig.

Die Warmespeicherung fiir sich alleine und unabhéingig
von anderen wirmetechnischen Problemen zu betrachten
ist sicher nicht sinnvoll. Um sie im Rahmen einer
umfassenderen Systematik verniinftig abhandeln zu kon-
nen, mub etwas weiter ausgeholt werden.

2. Das Warmeleltungsmodell
Wannetranspouvorgange in einem Gebdude crfolgen

durch Wirmeleitung, Konvektion und Strahlung. Im
Inneren der Bauteile hat man es vorzugsweise mit Wér-

“meleitung zu tun — Konvektion und Strahlung spielen

meist nur eine untergeordnete Rolle.

Fiir unsere Zwecke kann man ein Gebédude als einen
Festkdrper auffassen, der mit seiner &ulleren Oberfliche
an die AuBenluft grenzt, mit seinen inneren Oberflichen
an die Luft der verschiedenen Innenridume. Die in Bild 1
gegebene Prinzipskizze soll dies — der Einfachheit halbex
nur zweidimensional — veranschaulichen.

Die fiir den Baufachmann vermutlich befremdende Dar-
stellung wurde gewdhlt, um die in der Praxis zwar {ibliche,
fiir unsere Zwecke aber uandtige Unterscheidung zwi-
schen Innen~ und AuBenwanden in den- Hintergrund
treten zu lassen.
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Raum 2
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Raum 0: AuBenluft ™

Bild 1. Prinzipskizze eines Gebdudes mit drei Innenrdumen.



Die Wirmeleitung in einem Festkorper wird bekannthich
durch den Fourierschen Wirmestromansatz beschrieben,
der die Wiirmesiromdichte § mit dem Gefélle der Tempe-
ratur U durch

d=—4-gradlU )

verkniipft. Die Wirmeleitfahigkeit A ist im isotropen Fall
ein Skalar, bei Vorliegen von Anisotropie, wie sie bei-
spielsweise beim Baustoff Holz auftritt, ein symmetri-
scher Tensor zweiter Stufe.

Der Wirmestromansatz (1} ist noch 2zu erginzen durch
eine Bilanzgleichung, die die Quellen des Feldes der
Wirmestromdichte § mit der zeitlichen Anderung der
Temperatur U verkniipft:

c-e'ig--wdi\f(ﬁ)- @
ot

In dieser Form gilt die Bilanzgleichung, in der ¢ die

spezifische Wirmekaparzitit und ¢ die Massendichte des

Baustoffes bedeutet, natiirlich nur, wenn innerhalb des

Baustoffes keine Wirmequellen vorhanden sind. Hier

interessiert auch mur dieser Fall,

Fiir das Folgende wird angenommen, daB 4, cund g reine
Ortsfunktionen sind, insbesondere also nicht von der
Temperator U abhéngen.

Geht man mit dem Fourierschen Ansatz (1) in die
Bilanzgleichung (2) hinein, so erhilt man die bekannte
Wirmeleitungsgleichung in der Form

c-g»%:div(l-gradU). ®
Die Differentialgleichung ist linear und homogen und hat
Uberdies die Eigenschaft, durch jede Konstante befriedigt
Zu werden.

Die Wiirmeleitungsgleichung besitzt eine umflangreiche
Mannigfaltigkeit von Losungen, aus der cine speziclle
Losung erst durch Vorgabe zusitzlicher Bedingungen
ausgewdhlt wird. Insbesondere hat man Randbedingun-
gen vorzuschreiben, also Bedingungen, die an den Rin-
dern des betrachteten und von fester Materie ausgefﬁllten
_Gebietes erfiillt sein miissen,

Im Hinblick auf den Anwendungszweck ist es sinnvoll, an
den Oberfiichen der Innenrdume sogenannte Randbedin-
gungen dritter Art vorzuschreiben, die letztenendes auf
die Vorgabe ciner Innenlufttemperatur fiir jeden Rawm
- hinauslaufen. Diese Tnnenlufiiemperatur kann zwar noch
-von der Zeit abhdngen, soll aber innerhalb eines Raumes
nicht mit dem Ort variieren. Diese thermische Ankopp-
lung der Innenraumoberfliche an die Innenluft stellt eine
in der Mehrzahl der Fille zuldssige Anndherung an die
tatséichlichen Verhiltnisse dar, beschreibt diese jedoch
nicht exakt. Sie beriicksichtigt den langwelligen Strah-
lungsaustausch im Raum nur sehr indirekt, erweist sich
aber als effektiv einzige Mdglichkeit, den Rechenaufwand
zur Losung der in der Praxis auftretenden Probleme in
veriretbaren Grenzen zu halten. Auch wire bei Beriick-
sichtigung zu vieler Details der fiir cine verniinftige

Planung notwendige (berbfick iiber die wesentlichen
physikalischen Zusammenhange kavm zu gewinnen.

Die Randbedingungen an der Aullenseite des Gebdude
unterscheiden sich von denen an den Innenraumgrenzen
nur dadurch, dall man hier eine Ortsabhéiingigkeit det
»Lufttemperatur* zulassen wird. Dies erweist sich als
notwendig, da an der Aulleren Begrenzung die Strahlungs-
einfliisse ~ msbesondere jene der Sonnencinstrahlung —
keinesfalis vernachidssigt werden diirfen. Dal diese
Strahlungseinfiiisse in der Vorgabe der ,,.Lufitemperatur™
bertlicksichtigt werden kénnen, ist seit langem- bekannt

- [7; 8 97. Der Ortsabhingigkeit der AuBenlulemperatur

wird man im Normalfall dadurch Rechnung tragen, dall
man mehrere ,, AuBenrdume’ — mit jeweils ortsunabhin-
giger Lultlemperatur — einfithrt. Auch béi bodenberiihz-
ten Bauteilen erweist sich eine solche Vorgangsweise als
piitzlich. Die Untersuchung der Auswirkungen wandern-
der Schattengrenzen ist auf diese Weise natiirlich nicht
mdbglich; sie bleibt Spezialuntersuchungen nach anderen
Konzepten vorbehalten.

Die gegebenen Raumlbufttemperaturen T,k =0,1,...,
m, fihren unter Beriicksichtigung der Warmeiibergangs-
koeffizienten a, auf Randbedingungen dritter Art — siche
hierzu [10], Seite 75. Fiir den Rand #,, also den von der
Luft des k-ten Raumes bestrichenen Teil der Oberfliche
des betrachteten Gebiludes, lautet diese Bedingung:

(A gradU) - fita, -U=a T,. (@

Hierin bedeutet ©i den in den k-ten Raum weisenden
Normaleneinheitsvektor der Bauteiloberfliche.

Die Randbedingung (4) ist fiir jeden beteiligten Raum zu
formulieren. Sind dadurch noch nicht alle Begrenzungen
der Konstruktion erfait, so hat mun noch weitere Rand-
bedingungen anzusetzen, Verlangt man, daB durch diese
kiinstlich geschaffenen Rénder keine Wirme hindurch-
tritt, so kommt man auf Rﬂndbedmgungcn der zweiten
Art (siche [10], Seite 75):

(- grad Uy« & = 0. ' 5]

Da uns auch damit nur ein Sonderfall der Randbedin-
gung dritter Art begegnei, konnen wir das Weitere unter
der Annahme abhandeln, es wiren lings sdmtlicher
Berandungen Randbedingungen der dritten Art gegeben.

Die Vorgabe von Randbedingungen reicht noch nicht zur
eindeutigen Festlegung einer Ldsung der Wirmelei-
tungsgleichung (3) aus. Man hat zusétzlich entweder eine
Anfangsbedingung einzufithren, d. h. die Temperaturver-
teilung in der Baukonstrukiion fir einen bestimmien
Anfangszeitpunkt vorzuschreiben, oder aber die Losung
einer anderen geeigneten Bedingung zu unterwerfen.

Anfangsbedingungen interessieren in dem hier bespro-
chenen Zusammenhang nicht. An ihre Stelle tritt, wo dies
angéngig ist, hdufig die Forderung nach Zeitunabhingig-
keit der Losung. In diesem Fall verschwindet die linke
Seite der Wirmeleitungsgleichung (3); dieser Fall ist in
[11] abgehandelt. Bei einer Untersuchung der Warme-
speicherung kann man sich natiirlich nicht avf diesen Fall
— den stationdren Fall — beschrinken. Die interessieren-



den Auswirkungen der zeitweiligen Wirmespeicherung in
der Baukonstruktion treten ja nur zutage, wenn man das
tigliche auf und ab der AuBenlufttemperatur und die
vorwiegend ebenfalls im Tagesrhythmus stattfindenden
Innenjufttemperaturschwankungen beriicksichtigt. Dies
legt es nahe, anstelle der Vorgabe einer Anfangsbedin-
gung die Periodizitit aller ablaufenden Vorginge ins
Auge zu fassen.

Einen zeitlich periodischen Temperarurverlauf kann man
immer durch cine Fourzer-Reahc etfassen also in der
Form

U, y.2,t) = %

ol vt
e

anschreiben; hierin bedeutet 21 die zeitliche Periode des
Vorganges. Geht man mit diesern Ansatz in die Differen-
tialgleichung (3) hinein und filhrt einen Koeflizienlen-
vergleich durch, so erhélt man fir den Fourierkoeffizien-
ten u, (X, vy, z) die Differentialgleichung

X vem .
I'C'Q'T‘Uw.:_dw('l'mdu\')' (7}

Mit der Ablkdirzung ¥ = ¢ und nach Weglassen des fiir
das Verstindnis unwesentlichen Index v wird daraus

i¢- g w-u=div{A- gradu), ' ®)
eine Differentialgleichung fiir den Fourierkceffizienten u,
in der naturgemdB die Zeit nicht mehr vorkommt.

Die Fourierkoeffizienten u der Temperatur U sind leicht
anschaulich zu interprelieren. Bei verschwindender

Kreisfrequenz — @ = 0 — fillt man auf den stationiren -

Fall yurick. Fiir & = 0 wird u zum zeitlichen Mittelwert
der Temperatur U - jeweils an der betrachteten Stelle.
Fiir den zur Tagesperiode gehdrigen Wert der Kreisfre-
quenz ¢ hat man, wie fir jeden von Null verschiedenen
Wert von o, keine recllen Lésungen der Differentialglei-
chung (8) zu erwarten, sondern komplexwertipe Funktio-
nen. Der komplexe Wert von u liefert mit seinem Absolut-
betrag die (reelle) Amplitude des sinusférmigen Verlaufes
der Temperatur U, mit seinem Argument die Phasenlage.

‘Wit wollen im folgenden u auch als , komplexe Amplitu-
de* der zu w gehdrigen Harmonischen des Temperator-
verlaufes bezeichnen. Sie hat natirlich die Dimension
einer Temperatur.

Eine spezielle Lésung der Differentialgleichung (8) kann
durch die Angabe von Randbedingungen cindeutig fest-
gelegt werden; Anfangsbedingungen sind nicht erforder-
lich, da in (8) dic Zeit nicht auftritt, Die Raadbedingun-
gen 7zu Differentialgleichung (8) ergeben sich aus den fiir
die instationdre Wérmeleitungsgleichung formulierten
Randbedingungen (4) durch Ubergang zu den Fourier-
koeffizienten!

(A-gradu) A +e u=2t. %

Das Losen einer Randwertaufgabe dieser Art ist nur in
wenigen Fillen in geschlossener Form mdoglich. Im
allgemeincn muf man sich numerischer Methoden unter

Z 5(xy,2)-e © (6)

Einsatz der EDV bedienen. Diesen Aufwand treibt mar
nicht gerne immer wieder, wenn neuwe Randwerte — ir
unserem Fall neue Fourierkoeffizienten von Raumluft
temperaturen — berlicksichtigt werden sollen.

Eine Verringerung des Aufwandes wird méglich, weil dei
Linearitdt und Homogenitit der Differentiaigleichung (8

-wegen die Superposition von Losungen stets wieder aw

Losungen der Differentialglcichung fithrt. Dementspre-
chend genfigt es, eine Anzahl von ,,Basislosungen® =
berechnen, um spdter diese Basislosungen zu jener L&
sung linear zu kombinietren, die den realen Randbedin
gungen geniigt. _
Wir definieren cine Basisldsung g;(x, y, z) dadurch, dal
wir im Raum j die Amplitude t; mit dem Wert 1 vorschrei
ben, in allen anderen Riumen mit dem Wert 0. Dic
Basisldsungen sind demnach durch die Randbedingun:
gen '

(A-gradg) A+ gi=o,- 8 (10
fur j=0,1,...,m an allen Rindern #,,k=0,1,...,n
festgelegt. In dieser Gleichung gilt das Einsteinsche

Summationsibereinkomimen nicht; é,; bedeutel da
Kronecker-Symbol.

Die zu vorgegebenen Fourierkoeffizienten t; der Raum

- lufttemperaturen gehdrige Losung u(x, vy, 2) der Differen:

talgleichung (8) wird dann durch die Linearkombinatior
u(x,y,z) = ;ED Lg%, y.2) (11
1= .

der Basisiésungen dargestelit. Die Basisldsungen sinc
ihrer Definition entsprechend dimensionslos. Der Fourier:
koeffizient u erhilt die Dimension einer Temperatin
durch die Fourierkoeflizienten t; der Lufttemperaturen.

Mit der Berechnung der Fourierkoeffizienten u(x, v,z
— man hat sie selbstverstindlich fiir alle bendtigter
Harmonischen durchzufiihren — bereitet die Darstellung
des raumzeillichen Teroperaturverlaufes U{x, v, z, t) ket
ne Schwierigkeiten: man mufl nur in Gleickung (6
einsetzen und die Summation durchfithren.

In der Praxis sind im Grunde genommen nur die Tages
periode und die Jahresperiode von Bedeutung, letzter
speziell im Zusammenhang mit erdbertihrten Bauteilen
In manchen Fillen mag es auch noch sinnvell sein, ein
sichentdgige Periode in Betrachr zu ziehen, wnd zwa
dann, weon die Raumluftternperaturen nutzungsbedmg
diese Periode aufweisen.

A. Das Leitwertkonzept

Die Berechnung der Temperaturverteilung in ciner Baw
konstruktion ist nicht Selbstzweck. Zwar interessieren dit
innerhalb von Bauteilen und an ihren Oberflichen aufire
tenden Temperaturen auch — speziell in Zusammenhang
mit Feuchtigkeitsproblemen ist dies der Fall -, doch steh
vielfach eine andere Frage im Vordergtund: welche
Wirmestrom flieBt iiber die Berandung eines Raumes ab
wenn man der Raumluft eine bestimmte Temperatur ode
einen bestimmten - zeitlichen Temperaturverlauf auf



zwingt? Ersichtlich handelt es sich hier um die Frage nach
der zum Temperieren eines Ravmes notwendigen Heizlei-
stung in diesem Raum. 7

Der aus dem Raum i iiber seinen Rand %, abllieBende
Wiirmestrom €, ist offenbar gegeben durch .

._—jja grad U} - dd, 2)

worin di das vom Raum zum Bauteil hin orientierte
Qberfidchenclement ist. Fiir den Fourierkoeffizienten 4
des Wiirmestromes Q, gilt entsprechend

Q= [ gradu) - di. BE)

Setzt man hier fiir den Fourierkoeffizienten u(x, y, z) den
Ausdruck aus Gleichung (11) ¢in, so erhdlt man

q"_'*gtj'.‘;f(l'gf&dgj)'dﬁ. (14)

Den Wert des Oberflichenintegrals, in dessen Integran-
den die j-te Basislosung g; aufscheint, und das {iber den
Rand 2; des i-ten Raumes erstreckt ist, wollen wir mit L
bezgichnen:

-y

Die GroBe Ly; hat die Dimension eines thermischen
Leitwertes, Wir wollen sie ab nun als ,,verallgemeinerten
Leitwert® hezeichnen. Bei der Kreisfrequenz « = 0, also
im stationdren Fall bzw. fiir die 0-te Harmonische, geht
L;; in den bekannten reellen stationdren (hermischen
Leitwert iiber — siehe [11; 12]. Fir o + 0 wird L;
komplexwertig.

Gleichung (14) nimmt nun die Form

(4-gradg) - di. - (15

qi = ELU -t (16)
J

an. LaBt man hier i von 0 bis m laufen, so erhdlt'man cin
Gleichungssystem, das die komplexen Lufttemperatur-
amplituden t; mit den komplexen Heizleistungsamplitu-
den g; verkniipft. DaB dic g, als Heizleistungsamplituden
interpretiert werden konnen, setzt eine Vernachldssigung
der Wirmespeicherfilhigkeit der Raumlbuft bei Aufheiz-
und Abkiihivorgingen voraus; in diesem Fall miissen ja
lalsédchlich die iiber die Raumberandungen abfliefenden
Wirmestrime zu jedem Zeitpunkt mit den in der Raum-
Iuft erbrachten Heizleistungen (bereinstimmen.

Fiir stationfre Verhdltnisse, also fiir @ = 0, ist die Leit-
wertmatrix Lj; und ihre Bedeutung in [11] ausfihilich
erdrierl. Fiir @ = () soll zunichst der Nachweis der
Symmetrie der Matrix der verallgemeinerten Leitwerte L
erbracht werden; er erfolgt in analoger Weise zum Nach-
weis der Symmetric der stationdren Leitwertmatrix in
{11] und kann daher kurz gehalten werden.

Die Definitionsgleichung (15) der varallgememertcn Leit-
werte kann auch in der Form

Ly= '; j;j'éki “(A-gradg) - dd (17

geschrieben werden, Flir das Kronecker-Symbol d,; er-
gibt sich aus der Randbedingung (10) die Darstellung

: 1 )
G =gt - (4 gradg) R, (18)
Setzt man dies in (17) ein, so folgt
Ly= E ” g (4-gradg) - dd +

+ZH— (- gradgy) -4

e & %

i-(4-gradg)-dd. (19)

Die erste Summe stellt ein Oberflichenintegral {iber dén
gesamten Rand # dar, Setzt man in der zweiten Summe
dd = - fidat), so erhiilt man

-—-gg;-(i-gradgj)-dﬁ—
SR f o (- eradg) -
k & %
"[(4-gradg) £ - da. (20)

Das Integral hinter dem Summenzeichen ist in 1 und
j symmetrisch, Das Obcrflachenintegral iber den Ge-
samtrand # 148t sich pach Gauf umformen in

ggi-(l-gradsj)-dﬁ =— Iéiltgradgi'(k-gmdg,-)wt
+g,-div(i-gradg)] - dG. (21)

Unter Verwendung der Differentialgleichung (8), die ja
fiir die Basislasung g, erfiillt sein mub, wird daraus

f§g-(i-gradg)-dd = — {{[[gradg (1 gradg)+
& &
' +i'c'g'w-g;'gj]d(3. 22)

Ersichtlich ist auch diescs Integral in i und j symmetrisch.
Auch fiir die verallgemeinerten Leitwerte gilt also

L,=L;. | (23)

Die praktische Bedeutung der verallgemeinerten Leitwer-
te 18t sich aus Gleichung (16) ablesen. Diese stellt eine
Beziehung zwischen den Amplituden t, der Raumluftrem-
peraturen einerseits und den Amplituden q; der Heizlei-
stungen in den Riumen andererseits her, Die reellen
Leitwerte des stationdren Falles leisten das Gleiche fiir die
Temperaturmittelwerle und  Heizleistungsmittelwerte
- siche [11].

Damit ist das Gleichungssystem (16), das natiirlich
sowohl fir die Mittelwerte (stationdr) als auch fiir jede
interessierende Harmonische angeschrieben zun denken
ist, das grundlcgende Gleichungssystem fiir die Heizlast-
berechnung; es eignet sich sogar fiir die in den Normen-
werken im aligemeinen nicht vorgesehene instationdre
(,,dynamische’) Heizlastberechnung. Zu beachten ist,
daB sich das Gleichungssystem (16} ebensogut zur Be-
rechnung von Raumlufttemperaturen (Mittelwerte und

Yy Hier findet sich in [11] ein Vorzeichenfehler, der aul das Resultal
jedoch keinen Einflull hat.



komplexe Amplituden) bei gegebenen bzw. teilweise
gegebenen Heizleistungen eignet. Insbesondere stellt es
auch die wesentliche Grundlage zur Berechnung sommer-
licher Innentemperaturverliufc in den Innenrdumen cines
Gebiiudes dar. DaB die q; Heizleistungsamplituden (auch
Mittelwerte) in der Raumluft darstellen, nicht aber im
Inneren oder an dend Berandungen von Bautcilen, spisit,
wie in cinem gesonderten Beitrag noch gezeigt werden
soll, keine Rolle.

4. Das wirksame Speichervermogen

Bei periodischen Aufheiz- und Abkiihlvorgingen —man
denkt dabei meist an die Tagesperiode ~ bewirkt eine
gegebene Heizleistungsamplitude je nach Bauweise im
betrachteten Raum kleinere oder grobere Temperatur-
schwankungen. Umgekehrt: zur Erzeugung einer be-
stimmten Temperaturamplitude in der Raumluft bedarf
¢s in cinem Leichtbau nur einer relativ kieinen Heizlei-
stungsamplitude, in einem -Gebidude mit dicken und
schweren Massen einer grofen.

Das Wirmespeichervermégen eines homogenen Kdérpers
der Masse m mit der spezifischen Wiirmekapazitat ¢ ist
bekanntlich durch m- ¢ gegeben, d.h. die Erhdhung 4E
der gespeicherten Wirmemenge ergibt sich aus der Tem-
peraturerhbhung 6T gemiB

JE=m-c-4T. @

Ist sichergestellt, daB die Erwiirmung im ganzen Kécper
gleichmaBig erfolgt, so gilt diese Gleichung wahrend eines
Erwdrmungs- oder Abkithlungsvorganges fiir jedes belie-
bige Zeitintervall. In diesem fiktiven Grenzfall kann man
auch zu den Zeitableitungen ibergehen und

dE dT
E—‘m-;-zﬁ- . (25)

schreiben, Die linke Seite stellt den dem Korper zugefuhr-
ten Warmestrom Q dar:

dr »
ac | 26)

Q=moc-

Die Temperatur T ist jene einheitliche Temperatur, die
sowohl im Korper als auch in seiner Umgebung avftritt,
Schwankt diese periodisch mit der Amplitude 8, so ist

T =0 sinwt. )]
Einsetzen in (26) liefert

Q=m ¢ 00 coswt, (28)
also einen Wirmestrom mit der Amplitude

M=m-c w-H. (29)

Fiir das Speichervermdgen m-c folgl daraus

r o
m+-¢= a-.—'é-. (39)

Diese Gleichung kann ‘man auch dann, wenn keine
gleichméBige Temperaturverteilung im Korper vorliegt,
zur Definition des ,,wirksamen Speichervermdgens
Z eines Raumes heranziehen. .

Diese Erkldrung des wirksamen Speichervermbgens idl
zwar plausibel, doch sicher unvollstindip. LABt man dic
Lufttemperatur im Raum in vorgegebener Weise schwan-
ken, so hingt die Amplitude des durch die Raumbegren-
zungen hindurchtretenden Wirmesiromes — also di
erforderliche Heizleistungsamplitude — noch davon ab,
welche Randbedingungen in den anderen Riumen des
Gebidudes vorliegen, natiirlich auch in den ,,AuBenrdw
mﬂﬁl .

Von den vielen denkbaren Moglichkeiten sollen hier nut
zwel betrachtet werden:

e Inallen Riumen aufler dem jeweils betrachteten mogen
dic Temperaturen konstant sein, die Temperaturampli-
tuden also verschwinden.

e In allen Réumen sollen gleiche Temperaturverlauft
auftreten, also insbesondere auch gleiche Temperatur
amplituden?).

Sehr einfach ist der erste Fall abzuhandeln. Intercssmrl

man sich fiir das Warmespeichervermdgen des Raumes i.

so reduziert sich wegen der in den anderen Raumen

verschwindenden Ternperaturamplituden Gleichung (16,

auf

g =—Lg . (31

Fiir das gesuchte wirksame Speichervermdgen Z;, ergibl
sich dann

- |Ln| ' N

&y P (32
Dieses verbliffend einfache Resultat liefert gleichzeitig
cine anschauliche Interpretation fiir die Hauptdiagonal-
glieder der veraligemeinerten Leitwertmatrix. Man -er-
kennt allerdings auch, daB das wirksame Speichervermd
gen Z; weniger Information erhéift, als der komplexc
verallgemeinerte Leitwerd L;;. Es enthélt nicht dic Phagen-
verschiebung zwischen Heizlcistungsgang und Tempera-
turgang. Man darf daher auch bei thermischer Parallel:
schaltung wirksame Speichervermdgen in allgemeinen
nicht addieren, thermische Leitwerte hingegen schon.
Auch im zweiten Fall wird auf Gleichung (16) zuriickge-
griffen, nur ist diesmal fiir alle Riume die gleiche
Temperaturamplitude einzusctzen. Diese —wir wollen sie
mit t* bezeichnen — 148t sich aus der Summe herausheben,
Man erhilt

qi=—l*—_§ Ly. (23,

Fiir das zu diesen Randbedingungen gehdrige w1rksame
Spmchcrvennogen &¥ ergibt sich darauns

(34

%} Die Temperaturmittehwerte ditrfen sich durchaus unterscheiden



Dicses wirksame Speichervermégen ist also durch den
absoluten Betrag der zum Raum i gehdrigen Zeilen- oder
Spaltensumme der Leitwert-Matrix bestimmt. o
. In der Praxis wird man fiir rohe Abschiitzungen das
kleinere der beiden Speichervermogen =, und ZF heran-
ziechen. Natiirlich besteht auch die Mbglichkeit, die
Absolutbetriige aller L, enthaltenden Teilsummen der
Matrixzeile zu berechnen und den kleinsten davon zu
verwenden. Ob eine solche Vorgangsweise sinnvoll ist,
mag jedoch dahingestellt bleiben, da dic Kenntnis wirksa-
mer Speichervermdgen alleine fiir einigermalBen genuue
quantitative Aussagen aus den zuvor erwihnten Griinden
sicher nicht hinreicht, Sehr gute Dienste kann der Begriff
des wirksamen Speichervermdgens hingegen bei der Ver-
anschaulichung det komplexen verallgemeinerten Leit-
werte leisten.

Der Begriff des wirksamen Speichervermégens ist nicht
neu, wenngleich er meines Wissens in dieser Allgemein-
heit in der Literatur nicht zu finden ist, Fiir den Fall der
emndimensionalen Wirmeleitung kdnnen in einfachen
Fillen wirksame Speichervermégen auch formelmaBig
dargestellt werden; in komphzierleren Fillen lassen sie
sich mit Hilfe einfacher Algorithmen (Matrizenmethode)
berechnen®). '

5. Beispiel

Die Anwendungsmdglichkeiten der hier aingefﬁhrtén
Begriffe, insbesondere die der Leitwert-Matrizen, sollen

nun anhand eines einfachen Beispieles dargelegt werder..

Um das Wesentliche deutlich hervortreten zu lassen, wird
eine fiktive Baukonstruktion als zweidimensionaler Wir-
meleitungsfall herangezogen und numerisch durchge-
rechnet. Das Beispiel ist im Hinblick auf den hier
verfolgten Zweck aller konstruktiven Details entkleidet.
Das bedeutet nicht, daf mit den hicr entwickelten Begrif-
fen und den fiir die numerische Rechnung verwendeten
EDV-Programinen praxisgerechte Aunfgaben nicht be-
handelt werden kénnen. Die Primitivitit des Beispieles
soll nur dem Zweck einer hesseren Ubersicht
dienen. . o
Betrachtet wird ein aus drei [onenrdumen beste- gs
hendes Gebiude (zweidimensional), wie es in Bild

2 dargestellt ist.

Alle Winde mit Ausnahme der Trennwand zwi-
schen Raum 1 und 2 bestchen aus Beton mit der.
Massendichte ¢ = 2300 kg m 3, der spezifischen
Wirmekapazitdit ¢=1{30Jkg™*K~* und der
Wirmeleitfihigkeit 4=2,3Wm™* K™!, Die
Trennwand zwischen Raum 1 und Raum 2 ist eine
Gipswand mit ¢ = 600kgm ™3, ¢ =840Jkg 'K~ {1
und 4 = 0,29 Wm™' K. Alle Auflenwiinde mit

5.25

*) In [6] wurde es offen gelassen, ob das wirksame Spei-
chervermbgen ¢ines Bauteiles mit oder ohne Berficksichti-
gung der Warmehbergangswiderstinde zv berechnen ist.
Hierzu sei betont, dalB sich die diesbeziigliche Festlegung
stark auf den berechneten Werl des Speichervermdgens
auswirken kann.

Ausnahme der linken Wand des Raumes 1 tragen eine
Auliendimmunyg von 0,1 m Dicke mit g = 20kgm™3,
¢=1400Tkg ' K "' und 4 = 0,041 Wm~ 1 K1, AulBer-
dem besitzt die in der Abbildung nach oben weisende
Aufenwand von Raum 1 cine Inncndimmung von
0,05 m Dicke aus dem gleichen Material. Tiiren, Fenster
etc. wurden mit Absicht aus Griinden der Einfachheit fiir
dieses Beispiel nicht vorgesehen. Die Abmessungen sind
Bild 2 zu entnchmen. An der Auflenseile wird ein
Wirmelibergangskoeffizient x, = 20 Wm~2K ™' ange-
nommen, an der Innenseite generell o; = 8 Wm 2K
Mit einem eigens fur derartipe Zwecke entwickelten
EDV-Programm [13] wurden auf einem PC (80486)
zunéichst alle vier Basislosungen sowohl fiir den statio-
pdren Fall (Mittelwerte) als auch fiir die 24-stiindige
Periade berechnet, anschlieSend pemifl Gleichung (15)
die (lingenbezogenen) Leitwerte. Fir die stationdre Leit-
wert-Matrix ergibt sich '

35401 26093 2,576 6,732
26,093 —35749  9.656 0,000

Zo=1 2576  06% —26021 13789 +(33)
6732 0,000 13,780 —20,521

fiir die Matrix der verallgemeinerten Leitwerte zur 24-
stiindigen Periode

0,010—

—64,112—  12,873— 0,268+
—33137+i —~13827-1 0386+ 400151
12873~ —53469—~  7244—  —0000-

By | 1IST0 189081 38230 —0000-1 ) g0
0010~  T244— —79222-  ~1,307—
—0,386-1 —387-1 —2,626-i —0276-i
—0268+ —0,000— —1307— —132,035—
+0015-F ~0000-1 —0276-1 -26950-i

In der Matrix 2, sind dic Hauptdiagonalglieder nicht
von Interesse; sic gewdhrleisten bloB, wie in [11] geschil-
dert, das Verschwinden der Zeilensummen. Aus (35)
entnimmt man, daB Raum 1 thermisch am stirksten an

o1 Le vl 2.9

= 0.1 4
: SR b [0
1
. "‘
Raum 1 Rawm 2 Raum 3 ' ™
i 7.0 |80
i 1
k) Kl
m i
. i . i
3 3
&
Tt Ve L., . & 0.4
=0.1
0.140.4 +.0

0.4 0.1
=H

10.0

Bild 2. Skizze des betrachteten Gebiiudes, MaBe in Metern.



die AuBenluft (Raum 0) angekoppelt ist - der lingenbezo-
gene Leitwert betragt 26,093 W™ K ! Raum 2 ist mit
einem lingenbczogenen Leitwert von 2,576 Wm ™+ K ™!
am schwiichsten an die AuBenluft gekoppelt.

Auch die mittlere thermische Verkopplung der Innentiu-
me liBt sich uus (35) direkt ablesen. Raum 1 und Raum 3
sind praktisch nicht verkoppelt; der mit 0,000 Wm™' K~!
in (35) ausgewiesene Leitwert zwischen diesen Riumen
ergibt sich aus der Rechnung zu 1,175 - 107* Wm™* K !
und schldgt daher auf die drei ausgewiesenen Stellen nicht
durch.

Der Leitwert zwischen den Raumen 1 und 2, die in der
Hauptsache durch die Gipstrennwand thermisch verbun-
den sind, ergibt sich aus der zweidimensionalen Rech-
nung zu 9,656 Wm~!K ™1, Der k-Wert dieser Wand
betrigt 1,681 Wm ™2 K ~1; multipliziert man dieser mit
der Linge der Wand (Innenmaf 5,3 m), so erhélt man nur
einen Leitwert von 8,910 Wm ™! K™, also, wie zu erwar-
ten, einen zu kleinen Wert,

Der Leitwert zwischen den Rdumen 2 und 3 ist in (35) mit
13,789 Wm ™' K~ ! gusgewiesen; der eindimensional be-
rechnete Leitwert ergibt sxch auch hier grofenordnungs-
miBig passend.

Die Verwendung der Leitwertmatrix & fur eine statio~
nire Heizlastberechnung soll hier mL.ht naher erdriert
werden; siche hierzu [14].

Die verallgemeinerte Leitwett-Matrix %, - Glei-
chung (36) — 148t sich in ihrer Bedeutung nicht ohne
weiteres auf einen Blick erfassen. Etwas leichter diskutier-
bar wird dicse Matrix, wenn man zunichst nur die
absoluten Betrége ihrer Elemente betrachtet. Die Matrix
der Betrédige der veraligemeinerten Leitwerte zur Periode
24 Stunden hat in diesem Beispiel das Aussehen

72,469 18892 0,386 - 0,268
18,802 55,785 8,191 ‘ ¢,000 37)
0,386 8,191 82,121 ~ 1,336
0,268 0,000 1,336 134,757

Die Hauptdiagonalglieder lassen sich gemiB Gleichung (32)
durch Division mit der Kreisfrequenz o in die wirksamen
Spﬁchcrvcnnégcn E, umrechnen. Fiir die Tagesperiode
hat @ den Wert Iyt (0,2618 1%}, Der zum AuBen-
12 72,169 _
raum gehdrige Wert Z, betrégt demnach ——C;

275, 7Whm ™! K™% er hat jedoch keine pmknscha Be-
deutung.

Der Wert 55,785 Wm™tK~ Lin Matrix (37) besagt, daB
¢ing Heizleistupgsaniplitude (lingenbezogen) von
55,785 Wm ! im Raum 1 dort cine Temperaturamplitude
von 1K hervorruft, wean in allen anderen Raumen
— auch auBen — die Temperatur konstant gehalten wird,
die zngehorigen Temperaturamplituden also verschwin-
den; das wirksame Speichervermigen &, von Raum 1 hat

den Wert 55;85 23,1 Whm tK™%
82,121
@

Raum 2 besitzi mif &, = =313,7Whm*K~?

schon ein groBeres Wﬁrmespeichervermdgen als Raum 1.
Das gréfitc Wirmespeichervermogen besitzt mit Ea =

134, 757_514,7_Whm 'K~! Raum 3. Ein Blick auf

w
. Bild 2 138t diese Erpebnisse schr plausibel erscheinen.

Auch die Nichtdiagonalglieder der Matrix (37) gestatten
cine cinfache anschauliche Interpretation. Zur Erldute-
rung set das zu den Réumen 1 und 2 gehorige Wechselwir-
kungsglied herausgegriffen, das in (37) mit dem Wert
8,191 Wm ~* K ~! aufscheint. Dies ist der Absolutbetrag’
des verallgemeinerten Leitwertes mit den Indizes 1 und 2.
Ein Blick auf Gleichung (15) zeigt sofort dic Bedeutung
dieses Leitwertes. Wegen i = 1 wird die Integration der -
Whrmestromdichte iiber den Rand des Raumes 1 durch-
gefiihrt, also die Wirmestromamplitude in Raum 1 ermit-.
telt. Wegen j = 2 wird die 2u Raum 2 gehdrige Basislo-
sung herangezogen, bei der im Raum 2 und nur in diesem
eine Temperaturamplitude vom Betrag 1 aunfiritt; alle
andeten Temperaturamplituden verschwinden. Det ange-
gebene Wert von 8,191 Wm™ 1K ~! besagt daher, dafB.
dem Raum 1 Wirme mit einer Amplitude (lingenbezo-.
gen) von 8,191 Wm ™! zugestrémt bzw. entzogen wird,
wenn in Raum 2 die Temperatur mit einer Amplitude von
1 K schwankt.

Bei Temperaturschwankungen tritt zmschen den Tnnen-
raumen 1 und 2 die stirkste Wechselwirkung auf, zwi-
schen den Riumen 1 und 3 erwartungsgemdil nur eine
vernachlissigbare.

Schwankungen der Aunfienhifttemperatur schlagen auf
die Innenriume unterschiedlich durch, auf Ruum 1 mit
18,892 Wm~* K™, auf die beiden anderen Riume im
Vergleich daze nur wenig.

Auf die Matrix %, der komplexen verallgemcinerten
Leitwerte in Gleichung (36} a6t sich das zuvor Gesagte
leicht verallgemeinern. Sie- liefert neben den soehen
besprochenen Absolutbetréigen auch noch die Phasenia-
gen bzw. Phasenverschicbungen zwischen Wirmestrd-
men und Temperaturen fiir die Periode von 24 Stunden.

Die Bestimmung der wirksamen Speichervermdgen
Z¥ aus der verallgemeinerten Leitwert-Matrix (36) - nicht
aus der Maurix (37) — sei dem Leser iiberlassen. Man
erkennt dabei auch, daB die Berechnung eines wirksamen
Speichervermdgens fiir den Inmenraum 1 der starken
Ankopplueng an die Auflentuft wegen nur wenig sinnvoll
ist. In der Praxis wird diese Situation durch das Vorhan-
densein von Fenstern noch wesentlich verscharft.

6. Zusammenfassung ond Ausblick

Eine korrekte Behandlung von Wirmespeicherungsvor-
gingen in ciner Baukonstrukfion ist nur moglich, wenn
man die instationfiren Wirmeleitungsvorginge in der
Bawkonstruktion beherrscht. Das hier vorgestetlte Kon-
zept bleibt mur scheinbar auf periodisch eingeschwungene
Vorgange beschrinkt, da cine Verallgemeinerung auf
apertodische Vorginge unter Verwendung der Laplace-
Transformation grundsitzlich maglich ist [15].



Den fiir die bauphysikalische Praxis wichtigsten Teil
dieser Arbeit stellt die Verallgemeinerung des fiic den

stationdren Fall schon bekannten Leitwertbegriffes auf
periodische Vorgingt dar. Sie liefert die Grundlage fir
die Berechnung des wiarmetechnischen Verhaltens ganzer
Gebdude unter Beriicksichtigung zwei- und dreidimen-
sionaler Wirmeleitungsvorginge, ohne den Aufwand
gegeniiber eindimensionalen instationédren Berechpungen
nennenswert zu erhohen.

Die Erérterung von wirksamen Speichervermdgen dient
nur der Veranschaulichung und soll keineswegs als Emp-
fehlung zur Verwendung dieses Begriffes bei bauphysika-
lischen Untersuchungen aufgefalit werden.

Auf die fiir die Praxis wichiige Erorterung der Auswir-
kungcn von Wiirmequellen wurde hier verzichtet; sie soll
einer eigenen Arbeit vorbehalten bleiben.
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